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:VSyáF]HQL LQZHVWRU]\ JLHáGRZL ]GDM VRELH VSUDZ
 ] WHJR *H V ]PXV]HQL
GR SRGHMPRZDQLD GHF\]ML Z ZDUXQNDFK QLHSHZQRFL ]ZL]DQHM ] ORVRZ QDWXU
]PLDQ FHQ LQVWUXPHQWyZ ILQDQVRZ\FK RSLV\ZDQ SURFHVHP VWRFKDVW\F]Q\P
3RGHMPXM U\]\NR UR]XPLDQH MDNR PR*OLZRü Z\VWSLHQLD HIHNWX QLH]JRGQHJR ]
RF]HNLZDQLHP 3UREOHP PLHU]HQLD WHJR U\]\ND EG( FKRüE\ MDNLHJR LORFLo-
ZHJR MHJR RSLVX MHVW EDUG]R ZD*Q\P L ZFL* RWZDUW\P ]DJDGQLHQLHP
Celem tej pracy jesW SUH]HQWDFMD SRM
FLD VSHNWUXP PXOWLIUDNWDOQHJR Z RPa-
ZLDQ\P SRZ\*HM NRQWHNFLH RUD] SUyED Z\NRU]\VWDQLD JR GR RFHQ\ U\]\ND
rynkowego.
2. Spektrum multifraktalne
6HQV UR]ZD*DQLD VSHNWUXP PXOWLIUDNWDOQHJR SRMDZLD VL
 ZWHG\ JG\ GR RSi-
VX FHQ LQVWUXPHQWyZ ILQDQVRZ\FK GRSXFL VL
 SURFHV\ PXOWLIUDNWDOQH D ZL
F
WDNLH SURFHV\ VWRFKDVW\F]QH NWyUH PDM VWDFMRQDUQH SU]\URVW\ RUD] VSHáQLDM
warunek
1)()()|)((| += TT WTFW;( τ ,
dla wszystkich t i q QDOH*F\FK GR SHZQ\FK SU]HG]LDáyZ SURVWHM U]HF]\ZLVWHM
:\VW
SXMFD WX IXQNFMD VNDOL )(qτ opisuje tempo wzrostu momentów procesu,
gdy skala czasu roQLH
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0XOWLIUDNWDOH V SURFHVDPL ] F]DVHP FLJá\P DOH LFK GHILQLFMD QDU]XFD Hm-
SLU\F]QH WHVW\ RSDUWH QD QS G]LHQQ\FK W\JRGQLRZ\FK F]\ PLHVL
F]Q\FK Ga-
nych, czyli dyskretyzacjach tego procesu.
Procesy PXOWLIUDNWDOQH V Z\NRU]\VW\ZDQH GR RSLVX SURFHVX FHQRZHJR Z
modelach MMAR (Multifractal Model of Asset Returns) zdefiniowanych w
SUDF\ 0DQGHOEURWD )LVKHUD L &DOYHWD  =DNáDGD VL
 Z QLFK *H SURFHV FHQ\
aktywu finansowego }0);({ TttP ≤≤ VSHáQLD Zarunek
)()]([)0(ln)(ln tXtBPtP H ==− θ ,
JG]LH SURFHV ]HZQ
WU]Q\ HB MHVW XáDPNRZ\P UXFKHP %URZQD D PXOWLIUDNWDl-
QRü MHVW ZSURZDG]DQD GR PRGHOX Z SRVWDFL W]Z F]DVX KDQGORZHJR ( )tθ , który
MHVW SURFHVHP PXOWLIUDNWDOQ\P R QLHPDOHMF\FK WUDMHNWRULDFK L VWDFMRQDUQ\FK
SU]\URVWDFK 3RQDGWR ]DNáDGD VL
 *H RED SURFHV\ V QLH]DOH*ne.
8GRZRGQLRQR *H Z W\P PRGHOX SURFHV X(t), a tym samym P(t) WH* MHVW
multifraktalem.
Koncepcja czDVX KDQGORZHJR QLH MHVW QRZD 0D RQD RG]ZLHFLHGODü UHODFM

SRPL
G]\ F]DVHP ]HJDURZ\P D QLHREVHUZRZDOQ\P F]DVHP VNDO 3RP\Vá
ZSURZDG]HQLD WDNLHM UHODFML QDVXQ
áR Z\VW
SRZDQLH Z U]HF]\ZLVW\FK V]HUHJDFK
FHQRZ\FK RNUHVyZ ZL
NV]HM L PQLHMV]HM ]PLHQQRFL ]ZL]DQ\FK ] DNW\ZQRFL
U\QNX Z W\FK RNUHVDFK : SLHUZRWQ\FK SUDFDFK ZSURZDG]DMF\FK NRQFHSFM

F]DVX KDQGORZHJR QS 0DQGHOEURW L 7\ORU  E\á RQ GHWHUPLQLVW\F]Q
IXQNFM ]ZL]DQ ] ZROXPHQHP 3y(QLHMV]H PRGHOH ZSURZDG]Dá\ ZH ORVo-
ZRü DOH LFK VWUXNWXUD ]GDQLHP QLHNWyU\FK EDGDF]\ ]E\W XERJD ]QDF]QLH VL

Z]ERJDFLáD JG\ %% 0DQGHOEURW ]DSURSRQRZDá PRGHO RSLVDQ\ QD SRZ\*HM
7D ERJDWD VWUXNWXUD VWDMH VL
 ZLGRF]QD JG\ SRGGDP\ EDGDQLX ORNDOQH Záa-
VQRFL WUDMHNWRULL SURFHVX PXOWLIUDNWDOQHJR W]Q U]G ZLHONRFL ]PLDQ FHQ
X∆ QD SU]\URFLH F]DVX t∆  :H ZF]HQLHMV]\FK PRGHODFK ] F]DVHP FLJá\P
QS Z XáDPNRZ\FK UXFKDFK %URZQD ]DFKRG]LáD ]DOH*QRü
HtX ∆∝∆ ,
w którejH QLH ]DOH*DáR RG F]DVX ]Z\NOH E\áD WR MHGQD FKDUDNWHU\VW\F]QD OLF]ED
GOD FDáHM WUDMHNWRULL : PRGHOX PXOWLIUDNWDOQ\P H MHVW IXQNFM F]DVX L SU]\MPXMH
QLHVNRF]HQLH ZLHOH Uy*Q\FK ZDUWRFL 'X*H OXE PDáH H(t) Z\UD*DM RGSRZLHd-
QLR *H X(t) zmieQLD VL
 ZROQR OXE V]\ENR Z SREOL*X FKZLOL t.
0R*QD Z\REUD*Dü WR VRELH Z WHQ VSRVyE *H X(t) ]PLHQLD VL
 MHGQRURGQLH
ER WDN MDN XáDPNRZ\ UXFK %URZQD Z VZRLP ZHZQ
WU]Q\P F]DVLH D QLHMHGQo-
URGQLH Z F]DVLH ]HJDURZ\P ]D MHJR WUDMHNWRULH PDM EDUG]R QLHUHJXODUQ\ Zy-
JOG NWyU\ MHVW SR*GDQ\ Z ]DJDGQLHQLDFK ]ZL]DQ\FK ] U\QNLHP ILQDQVRZ\P
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H(t) ]ZDQH Z\NáDGQLNLHP +|OGHUD MHVW PLDU JáDGNRFL WUDMHNWRULL :y-
NáDGQLN WHQ ]DZV]H LVWQLHMH DOH E\ZD QLHVNRF]RQ\ : SXQNWDFK QLHFLJáRFL
SU]\MPXMH RQ ZDUWRü  D ZDUWRü  Z SXQNWDFK Uy*QLF]NRZDOQRFL JG]LH So-
FKRGQD MHVW Uy*QD RG ]HUD 'OD IXQNFML FLJá\FK SU]\MPXMH RQ ZDUWRFL ZL
NV]H
RG ]HUD D LP EOL*V]\ MHVW ]HUX W\P JZDáWRZQLHMV]H V ]PLDQ\ IXQNFML
: SU]\SDGNX RPDZLDQ\FK PRGHOL Z\NáDGQLN +|OGHUD SU]\MPXMH SURVWV]
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: SUH]HQWRZDQ\P SRGHMFLX V]HUHJ F]DVRZ\ WUDNWXMH VL
 MDNR SRFKRG]F\
RG SURFHVX ] F]DVHP FLJá\P GOD NWyUHJR WDN EDUG]R ]PLHQLDM VL
 Z\NáDGQLNL
VLQJXODUQRFL *H QLH GD VL
 SROLF]\ü LOH FKZLO RGSRZLDGD GDQHPX Z\NáDGQLNo-
wi. Z punktu widzenia ryzyka ponoszonego przez inwestora taka informacja
E\áDE\ EDUG]R SU]\GDWQD SRQLHZD* ZáDQLH ] WHJR SXQNWX ZLG]HQLD LP U]DG]LHM
V SU]\MPRZDQH PDáH Z\NáDGQLNL W\P OHSLHM 3RQLHZD* ]Z\NOH ]ELyU
})(:{: ααα == ttK
MHVW QLHSU]HOLF]DOQ\ FR ZL
FHM GOD Uy*Q\FKα , αK V EDUG]R PRFQR ]H VRE
SU]HSOHFLRQH D ZL
F VWDQRZL VNRPSOLNRZDQ\ JHRPHWU\F]Q\ WZyU VWG SRP\Vá
badania wymiarów takich zbiorów, który prowadzi do definicji spektrum multi-
fraktalne jako funkcji:
)dim(:)( αα Kf =
Charakterystyczne dla rzeczywistych procesów spektrum multifraktalne
MHVW IXQNFM FLJá ZNO
Vá L RVLJD MHGQR PDNVLPXP UyZQH  Z SXQNFLH 0α ,
NWyUH MHVW QDMF]
FLHM SU]\MPRZDQ\P Z\NáDGQLNLHP VLQJXODUQRFL
W modelach MMAR spektra procesów θ i X (oraz P áF]\ SURVWD ]DOH*-
QRü
)()/()( ααα θ PX fHff == .
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W tym przypadku, w pracy Fishera, Calveta i Mandelbrota (1997), podana zo-
VWDáD PHWRGD HVW\PDFML VSHNWUXP PXOWLIUDNWDOQHJR QD OHZR RG ZDUWRFL 0α ,
NWyU Z\NoU]\VWDQR Z EDGDQLDFK HPSLU\F]Q\FK Z SXQNFLH  DUW\NXáX
3. Ocena ryzyka
3RQLHZD* VSHNWUXP PXOWLIUDNWDOQH RSLVXMH ]PLHQQRü WUDMHNWRULL SURFHVX
VWRFKDVW\F]QHJR QDWXUDOQ\P Z\GDMH VL
 SUyED Z\NRU]\VWDQLD JR Z ]DJDGQLe-
QLDFK ]ZL]DQ\FK ] U\]\NLHP 1LHVWHW\ VSHNWUXP QLH MHVW OLF]E QLH PR*H ZL
F
VWDü VL
 PLDU ]PLHQQRFL DOH Z NRQNUHWQ\P SU]\SDGNX PR*H SR]ZROLü So-












5\V SU]HGVWDZLD LGHDOQ GOD QDV]\FK UR]ZD*D V\WXDFM
 :LGDü QD QLP
VSHNWUD GZyFK SURFHVyZ : REX SU]\SDGNDFK Z\NáDGQLNL QDMEDUG]LHM So-
ZV]HFKQH V UyZQH : ND*G\P LQQ\P PLHMVFX Z\NUHV VSHNWXP SURFHVX X
OH*\ SRQDG Z\NUHVHP VSHNWUXP SURFHVX Y  D ZL
F
)(dim)(dim αα KK YX <  dla 0αα < .
:áDVQRü WD GHILQLXMH Z ]ELRU]H ZV]\VWNLFK SURFHVyZ PXOWLIUDNWDOQ\FK UHODFM

F]
FLRZHJR SRU]GNX NWyUD WZRU]\ Z W\P ]ELRU]H áDFXFK\ SURFHVyZ XSo-
U]GNRZDQH RG PQLHM GR EDUG]LHM U\]\NRwnych.
: U]HF]\ZLVW\FK SUREOHPDFK WUXGQR R V\WXDFMH LGHDOQH DOH F]
VWR PR*QD
SRVWDZLü NRQNUHWQ RGSRZLHG( FR ]RVWDQLH ]DSUH]HQWRZDQH Z QDVW
SQ\P
punkcie artyNXáX
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3U]\NáDGHPSLU\F]Q\
$E\ ]LOXVWURZDü UR]ZD*DQLD ]DPLHV]F]RQH Z SRSU]HGQLP SXQNFLH SRGGDQR
EDGDQLRP G]LHQQH QRWRZDQLD FHQ DNFML F]WHUHFK VSyáHN ] *3: Z :DUV]DZLH ]D
RNUHV RG SRF]WNX VW\F]QLD  URNX GR NRFD PDUFD  URNX :\HVW\Po-






















7U]\ VSRUyG EDGDQ\FK V]HUHJyZ PR*QD SRGGDü RPDZLDQHM DQDOL]LH So-
QLHZD* PDM RQH ]EOL*RQH ZDUWRFL Z\NáDGQLND 0α , na wykresie oznaczono je
MDNR %,* 2NRFLP L )\ZLHF 6SHNWUD GZyFK ] QLFK %,* L 2NRFLP QLHRPDO VL

SRNU\ZDM ZL
F ] RPDZLDQHJR SXQNWX ZLG]HQLD DNFMH W\FK VSyáHN V REDUF]o-
ne podobnym ryzykiem rynkowym.
1DMEDUG]LHM LQWHUHVXMFD V\WXDFMD ]DFKRdzi w przypadku par BRE i BIG oraz
%5( L 2NRFLP SRQLHZD* PL
G]\ W\PL VSHNWUDPL ]DFKRG]L UHODFMD RPDZLDQD Z
SXQNFLH  : REX SU]\SDGNDFK VSHNWUXP VSyáNL %5( OH*\ Z\*HM ZL
F WH DNFMH
QDOH*\ X]QDü ]D EDUG]LHM U\]\NRZQH
,ZRQD 0OOHU)UF]HN348
5. Podsumowanie
Spektrum multifraktalne stosowane w ocenie ryzyka rynkowego nie ma
XQLZHUVDOQHJR FKDUDNWHUX WDNLHJR MDN QS PLDU\ ]PLHQQRFL NWyUH SR]ZDODM
]PLHU]\ü U\]\NR ]ZL]DQH ] GRZROQ\P LQVWUXPHQWHP ILQDQVRZ\P DOH Z NRn-
NUHWQHM V\WXDFML PR*H SR]ZROLü QD SRUyZQDQLH GZyFK LQVWUXPHQWyZ SRG W\P
NWHP
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